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Resumen 

Este trabajo presenta una introducción matemática al campo de los 
cristales fotónicos. Se expone en detalle el método de la matriz de 

transferencia para el cálculo de modos guiados en un sistema multicapa 
1D compuesto por capas alternadas de dos diferentes materiales. Este 

método permite estimar los rangos de frecuencia permitida y prohibida 
en los que puede propagarse la luz al interior de una estructura. El 

formalismo aquí presentado es ampliamente usado en el campo de 
dispositivos ópticos para la transmisión de datos e información.  

 

Palabras clave: cristales fotónicos, método de la matriz de 

transferencia, coeficiente de transmisión, dispositivos optoelectrónicos.  

 

Abstract 

In this work is presented a mathematical introduction to the photonic 

crystals field. It is explained in detail the Transfer Matrix technique for the 

calculation of guided modes in a 1D multilayer system compoused by 

alternating layers of two different materials. This method allows 

estimating the permitted and prohibited frequency ranges in which light 
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can propagate inside a structure. The formalism presented here is widely 

used in the field of optical devices for data and information transmission. 

Keywords: Photonic crystals, Transfer matrix method, Transmission 

coefficient, optoelectronic devices.  

 

1. Introducción 

Después de que en 1987 Yablonovitch y Sajeev ((Yablonovitch, 1987; 
Sajeev, 1987) propusieron los cristales fotónicos (PhCs), muchos trabajos 

experimentales y teóricos han sido dedicados al estudio de las 
propiedades físicas de estos cristales, estructuras caracterizadas por la 

variación periódica del índice de refracción y en consecuencia de la 
constante dieléctrica, tales estructuras definen rangos de frecuencia y 

direcciones en las cuales la propagación de la onda electromagnética es 
prohibida o permitida. Las bandas de frecuencia a través de las cuales la 

propagación de las ondas electromagnéticas no es permitida son llamadas 
“band gaps fotónicos” (PBG, por sus siglas en inglés: photonic band gaps) 

(Joannopoulos, Johnson, Winn, & Meade, 1995). En esencia, un cristal 
fotónico es una estructura periódica artificial caracterizada por una 

estructura de bandas fotónicas, que pueden ser modificadas para 
controlar los rangos de frecuencia o longitud de onda de propagación de 

la luz (Joannopoulos, Johnson, Winn & Meade, 1995).  
 

En consecuencia, la capacidad de sintonizar la transmisión de luz que 
brindan los cristales fotónicos abre una nueva perspectiva en el campo de 

las comunicaciones ópticas (Choyon & Chowdhury, 2022), dispositivos 
optoelectrónicos (Duc Lee & Thuat, 2020), circuitos fotónicos 

integrados (Fu, Sun, Zhou, & Tian, 2020) y energías fotovoltaicas (Zhou, 
Xu, Tan, Liu, & Wan, 2022), entre otros.  
 

El propósito de este trabajo es brindar una introducción 
matemática al campo de los cristales fotónicos (González Reyes, 2010). 

Este breve texto está dirigido principalmente a estudiantes e 
investigadores que desean adquirir una introducción matemática al tema 

de los modos guiados y guías de onda en cristales fotónicos, ampliamente 
usados en el campo de dispositivos ópticos para la transmisión de datos 

e información.  
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2. Metodología 

2.1 Descripción del cristal fotónico 1D estudiado 

 

Figura 1. Diagrama esquemático del cristal fotónico 1D estudiado. 

 

El cristal estudiado consta de una estructura periódica 1D compuesta 
por capas alternadas de diferentes materiales tales como superconductor 

y ferroeléctrico, Fig. 1(a). Se define el origen en el centro de la primera 

capa (con constante dieléctrica ε1 y permeabilidad magnética µ1) de 
espesor a con periodicidad 𝑑 = 𝑎 + 𝑏, donde b es el espesor de la capa del 

segundo material (con constante dieléctrica ε2 y permeabilidad magnética 
µ2) como se ilustra en la Fig. 1(b); se considera al eje z como la dirección 

de crecimiento del cristal, así como la dirección de propagación. 
 
 

2.2 Técnica de la matriz transferencia 

Con el fin de estudiar la propagación de la luz en cristales fotónicos, 

debemos partir de las ecuaciones de Maxwell en ausencia de cargas y 

corrientes (Joannopoulos, Johnson, Winn, & Meade, 1995). Partiendo de 

la ecuación diferencial para el campo eléctrico asociada a este caso, donde 

𝑛(𝑧) = √𝜀(𝑧)𝜇(𝑧) y 𝑍(𝑧) = √𝜇(𝑧)/√𝜀(𝑧) son el índice de refracción y la 

impedancia respectivamente, para cada material (Cavalcanti, de Dios-

Leyva, Reyes-Gómez & Oliveira 2007), tenemos  

𝑑

𝑑𝑧
[

1

𝑛(𝑧)𝑍(𝑧)

𝑑𝐸

𝑑𝑧
] = −

𝑛(𝑧)

𝑍(𝑧)

𝜔2

𝑐2
𝐸 (1) 

 

Para un PC compuesto de capas alternadas de dos diferentes materiales, 

la ecuación (1) debe ser resuelta asumiendo la continuidad del campo 
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eléctrico y de su primera derivada,  
1

𝑛(𝑧)𝑍(𝑧)

𝑑𝐸

𝑑𝑧
, lo que significa que la función 

de dos componentes  

 

𝜓(𝑧) = (𝐸(𝑧)  
1

𝑛(𝑧)𝑍(𝑧)

𝑑𝐸

𝑑𝑧
 ), (2) 

 

es continua a través del PC. Esta condición puede ser convenientemente 

escrita por medio de la matriz de transferencia como 𝜓(𝑧) =  𝑀(𝑧 − 𝑧0) 𝜓(𝑧0) 

(Markos & Soukoulis, 2008), donde 

𝑀(𝑧 − 𝑧0) = (𝐶𝑜𝑠[𝑘(𝑧 − 𝑧0)]  
𝑛(𝑧)𝑍(𝑧)

𝑘
 𝑆𝑒𝑛[𝑘(𝑧 − 𝑧0)]  

−
𝑘

𝑛(𝑧)𝑍(𝑧)
𝑆𝑒𝑛[𝑘(𝑧 − 𝑧0)] 𝐶𝑜𝑠[𝑘(𝑧 − 𝑧0)] ) 

(3) 

 

Nótese, que de esta expresión se ve claramente que si estoy en un punto 

𝑧0 cualquiera en una de las capas, por medio de la matriz 𝑀(𝑧 − 𝑧0) puedo 

desplazarme y obtener como es el vector 𝜓 en un punto z del PC. 

De acuerdo con la Figura 1(b), tomando  𝑧0 = 0 y 𝑧 =
𝑎

2
, en el medio 1 se 

tiene 

𝜓 (
𝑎

2
) =  𝑀1 (

𝑎

2
) 𝜓(0), (4) 

con 

𝑀1 (
𝑎

2
) = (𝐶𝑜𝑠 (

𝑘1𝑎

2
)  

𝑛1𝑍1

𝑘1
 𝑆𝑒𝑛 (

𝑘1𝑎

2
)  −

𝑘1

𝑛1𝑍1
𝑆𝑒𝑛 (

𝑘1𝑎

2
)  𝐶𝑜𝑠 (

𝑘1𝑎

2
) ). (5) 

 

Para el medio 2 tomando  𝑧0 =
𝑎

2
  y 𝑧 =

𝑎+𝑏

2
, se obtiene 

𝜓 (
𝑎+𝑏

2
) =  𝑀2 (

𝑏

2
) 𝜓 (

𝑎

2
), (6) 

siendo 

𝜓 (
𝑎 + 𝑏

2
) =  𝑀2 (

𝑏

2
) 𝑀1 (

𝑎

2
) 𝜓(0) = 𝑀𝑇(𝑎, 𝑏)𝜓(0) (7) 

y 

𝑀2 (
𝑏

2
) = (𝐶𝑜𝑠 (

𝑘2𝑏

2
)  

𝑛2𝑍2

𝑘2
 𝑆𝑒𝑛 (

𝑘2𝑏

2
)  −

𝑘2

𝑛2𝑍2
𝑆𝑒𝑛 (

𝑘2𝑏

2
)  𝐶𝑜𝑠 (

𝑘2𝑏

2
) ), (8) 
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donde 𝑀𝑇(𝑎, 𝑏) es la matriz transferencia que me conecta el medio 1 (de 

espesor a) con el medio 2 (de espesor b), conservando la continuidad de 

la función 𝜓 y que se encuentra dada por: 

 

𝑀𝑇(𝑎, 𝑏) = (
𝑃 𝑄
𝑅 𝑆

), (9) 

con 

 

𝑃 =  𝐶𝑜𝑠 (
𝑘2𝑏

2
)  𝐶𝑜𝑠 (

𝑘1𝑎

2
) −

𝑛2𝑍2

𝑛1𝑍1

𝑘1

𝑘2
 𝑆𝑒𝑛 (

𝑘2𝑏

2
)  𝑆𝑒𝑛 (

𝑘1𝑎

2
), (10) 

 

𝑄 =
𝑛1𝑍1

𝑘1
 𝑆𝑒𝑛 (

𝑘1𝑎

2
)  𝐶𝑜𝑠 (

𝑘2𝑏

2
) +

𝑛2𝑍2

𝑘2
 𝑆𝑒𝑛 (

𝑘2𝑏

2
) 𝐶𝑜𝑠 (

𝑘1𝑎

2
), (11) 

 

𝑅 = −
𝑘2

𝑛2𝑍2
𝑆𝑒𝑛 (

𝑘2𝑏

2
)  𝐶𝑜𝑠 (

𝑘1𝑎

2
) −

𝑘1

𝑛1𝑍1
𝑆𝑒𝑛 (

𝑘1𝑎

2
)  𝐶𝑜𝑠 (

𝑘2𝑏

2
), (12) 

 

𝑆 =  𝐶𝑜𝑠 (
𝑘2𝑏

2
)  𝐶𝑜𝑠 (

𝑘1𝑎

2
) −

𝑛1𝑍1

𝑛2𝑍2
 
𝑘2

𝑘1
𝑆𝑒𝑛 (

𝑘1𝑎

2
)  𝑆𝑒𝑛 (

𝑘2𝑏

2
), (13) 

 

donde 𝑘1 =
𝜔

𝑐
|𝑛1| y 𝑘2 =

𝜔

𝑐
|𝑛2|, y 

𝑑𝑒𝑡|𝑀𝑇| = 𝑃𝑆 − 𝑄𝑅 = 1. (14) 

Como el PC es una estructura periódica, permite definir simetrías de 

traslación en la cual el sistema es invariante, lo que permite hacer uso de 

la condición de Bloch (Markos & Soukoulis, 2008), 

𝜓(𝑧 + 𝑑) = 𝑒𝑖𝑞𝑑𝜓(𝑧), (15) 

 

donde 𝑑 = 𝑎 + 𝑏 es el período y q es elegido en la primera zona de Brillouin 

(BZ) de la superred fotónica,  −
𝜋

𝑑
≤ 𝑞 ≤

𝜋

𝑑
. 

Haciendo  𝜆 = 𝑒𝑖𝑞𝑑  y  𝑧 = −
𝑎+𝑏

2
= −

𝑑

2
  se obtiene 

𝜓 (
𝑑

2
) = 𝜆 𝜓 (−

𝑑

2
), (16) 

 

con lo cual se llega finalmente a 

𝐶𝑜𝑠 (𝑞𝑑) = 𝑃𝑆 + 𝑄𝑅, (17) 
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obteniéndose las dos relaciones equivalentes 

𝑆𝑒𝑛2 (
𝑞𝑑

2
) = −𝑄𝑅, (18) 

 

𝐶𝑜𝑠2 (
𝑞𝑑

2
) = 𝑃𝑆. (19) 

Las soluciones de estas dos ecuaciones tienen como resultado la relación 

de dispersión 𝜔 = 𝜔(𝑞) o estructura de bandas del PC. 

Otra ecuación equivalente se obtiene restando (19) de (18) y usando 

(10)-(13) 

𝑐𝑜𝑠 𝑞𝑑 = 𝑐𝑜𝑠 (𝑘1𝑎) 𝑐𝑜𝑠 (𝑘2𝑏) −
1

2
(

𝑘1

𝑘2
+

𝑘2

𝑘1
) 𝑠𝑖𝑛 (𝑘1𝑎)𝑠𝑖𝑛 (𝑘2𝑏).    

(20) 

 

El coeficiente de transmisión es calculado como 

𝑇𝑁 =
1

1 + |𝑀12|2
 

(21) 

 

considerando la correspondiente matriz de transferencia para N periodos, 

que puede ser escrita como (Markos & Soukoulis, 2008), 

𝑀𝑁 = (
𝑃𝑈𝑁−1 − 𝑈𝑁−2 𝑄𝑈𝑁−1

𝑅𝑈𝑁−1 𝑆𝑈𝑁−1 − 𝑈𝑁−1
) 

 

(22) 

donde P, Q, R y S son los elementos de la matriz de transferencia para 

un periodo, N = 1. Aquí, la función 𝑈𝑁 = 𝑈𝑁(𝑞) que es definidia como 𝑈𝑁 =
sin((𝑁+1)𝑞𝑑)

sin 𝑞𝑑
,  son los polinomios de Chebyshev de segundo orden. 

 

3. Discusión 

Las ecuaciones (18), (19) y (20) corresponden a las soluciones 

analíticas de la estructura de bandas de un cristal fotónico 1D. Las 

soluciones de dichas ecuaciones representan los rangos de frecuencias 

permitidas en las que la transmisión de luz se presenta en el cristal. La 

ecuación (21), permite estimar el porcentaje de luz que es transmitido en 

un cristal fotónico y por ende la cantidad de información que puede ser 

transmitida en la estructura.  
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La forma más simple de analizar estos sistemas es imaginar una onda 

plana propagándose a través del material y considerar la suma de 

múltiples reflexiones y refracciones que ocurren en cada interferencia 

(Joannopoulos, Johnson, Winn, & Meade, 1995), dando como resultado 

las regiones de frecuencia permitida y prohibida.  

 

 
Figura 2. Espectro de transmisión a incidencia normal de un cristal fotónico 1D 

compuesto por capas alternadas de GaAs (𝜀1 = 13) y aire (𝜀2 = 1) . Cada capa 
tiene un espesor de 90 nm. La región sombreada de gris corresponde a la región 
del espectro en que la luz no se propaga a través de la estructura, esto es, entre 

600 y 870 nm, aproximadamente.  
 

La Figura 2 muestra el espectro de transmisión de un cristal 

fotónico 1D compuesto por capas alternadas de GaAs y aire, cuyas 
constantes dieléctricas son 𝜀1 = 13 y 𝜀2 = 1, respectivamente (González 

Reyes, 2010). Cada capa con un espesor de 90 nm cada una. El área 
sombreada de gris corresponde a los rangos de alta reflectancia en los 

que la luz no se propaga y las bandas de color violeta indican las 
regiones de alta transmisión donde la radiación pasa a través de la 

estructura. 
 

 

4. Conclusiones 

Se realiza una revisión del método de la matriz de transferencia, 

ampliamente utilizado en el cálculo de la estructura de bandas fotónica y 

el coeficiente de transmisión de cristales fotónicos 1D. Esperamos que 

este escrito sirva de guía a aquellos investigadores y estudiantes 

interesados en iniciar su investigación en el campo de dispositivos ópticos 

para la transmisión de datos e información. 
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