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Resumen

Este trabajo de investigacibn muestra como los procesos de
conjetura y demostracion matematica en el marco de la resolucion
de problemas favorecen el desarrollo del pensamiento matematico
manifestado por los estudiantes de la Licenciatura en Educacion
Basica con énfasis en Matematicas de la Universidad Santo Tomas,
en la modalidad a distancia. La metodologia de esta investigacion
fue de caracter cualitativo, a través de estudios de caso de los
participantes, y se desarrollé bajo los parametros de la ingenieria
didactica de Michele Artigue. El marco tedrico se fundamenta en
los aportes de Gila Hanna (2000) en torno a la funcionalidad de la
demostracién matematica, los aportes de Harel y Sowder (2007)
respecto a los esquemas de demostracion desarrollados por los
estudiantes y la resolucion de problemas desde la perspectiva de
Alan Schoenfeld (1985).
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Conjecture and classroom demonstration in
teacher training

Abstract

This research work shows how the processes of conjecture and
mathematical demonstration in the framework of problem solving
favor the development of mathematical thinking manifested by
students of the Bachelor of Basic Education with an emphasis on
Mathematics of the Santo Tomas University, in the modality from
distance. The methodology of this research was qualitative in
nature, through case studies of the participants, and was developed
under the parameters of the didactic engineering of Michéle
Artigue. The theoretical framework is based on the contributions of
Gila Hanna (2000) regarding the functionality of the mathematical
proof, the contributions of Harel and Sowder (2007) regarding
the demonstration schemes developed by the students and the
resolution of problems from the Alan Schoenfeld's perspective
(1985).

Keywords: mathematical proof, conjecture, abductive reasoning,
problem solving, teacher training.

Introduccioén

La formacion de docentes es un tema que siempre estara en dis-
cusion debido a los cambios sociales, historicos, culturales, poli-
ticos y tecnolégicos. Los nuevos docentes de matematicas deben
estar al dia en materia de pedagogia, matematicas y tecnologia
para abordar de manera pertinente las potencialidades, las defi-
ciencias y problematicas del sistema educativo. Luego, la forma-
cion del docente se convierte en un ingrediente esencial para la
enseflanza y aprendizaje de las matematicas a futuras generacio-
nes de estudiantes. La ensefianza de las matematicas parece estar
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coaccionada en funcion de las creencias o enfoques establecidos
durante el proceso de formacién del maestro. Es de vital impor-
tancia que las nuevas generaciones de maestros transformen des-
de los primeros niveles de la educacién el papel del razonamien-
to, la conjetura y la demostracion matematica en el aula hacia una
nueva perspectiva mas falibilista.

Al analizar recientes investigaciones respecto a la conjetura y
demostracién matematica se encuentra que existe una preocupa-
cion general respecto a como los estudiantes y docentes abordan
el papel de la demostracién en el aula. Esto se debe a que, en
su mayoria, predominan los esquemas de demostracion empirica
en todos los niveles y en muchos casos una ausencia total de los
métodos de demostracién deductiva.

Existe un reconocimiento internacional de la importancia del
razonamiento y la demostracién en el aprendizaje de las mate-
maticas de los estudiantes en todos los niveles de educacién y de
las dificultades con el razonamiento, construccién y comprension
de los argumentos matematicos que cumplen con el estandar de
demostracién. Los maestros también enfrentan dificultades con el
razonamiento y la demostracién y los materiales existentes tien-
den a ofrecer un apoyo inadecuado para el trabajo en el aula. To-
dos ellos describen el razonamiento y la demostracién como im-
portantes, pero dificiles de ensefiar y aprender. (Harel, Stylianides,
Boero, Miyazakiy Reid, 2017, p. 459). Recientes estudios muestran
que existe una necesidad de seguir investigando en este campo
y encontrar respuestas a preguntas abiertas tales como: ;qué in-
tervenciones en el aula pueden hacer que los estudiantes vean la
necesidad de mejorar sus esquemas de demostracion empiricas
y autoritarias en esquemas de demostracion deductiva?, ;codmo
se construyen, verifican y aceptan las demostraciones en el aula?,
icudl es el rol de la tecnologia en la ensefianza-aprendizaje de la
conjetura y la demostracién matematica?, ;como la concepcién
de la demostracion a lo largo de la historia de las matematicas
puede influir positivamente en el proceso de ensefianza-aprendi-
zaje de la misma?
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Al hacer un balance de las investigaciones en torno a la funcio-
nalidad de la demostracién, Stylianides y Stylianides (2017) sefialan
que existen marcos tedricos bien fundamentados que sustentan
los obstaculos o dificultades en torno a su enseflanza y aprendi-
zaje ya que, en cualquier nivel educativo, las creencias en torno a
la demostracién muestran que es un proceso dificil de ensefiar y
dificil de asimilar por parte de los estudiantes. Existe una buena
base de investigaciones en torno a como los estudiantes entienden
(errbneamente) la demostracién, pero no hay evidencia de inter-
venciones positivas de este proceso en el aula.

Stylianides y Stylianides (2017) establecen que en los préximos
15 o 20 afos las investigaciones deben girar en torno a la cons-
truccién de un marco tedrico soélido sobre las formas en que la
instruccion puede mejorar el aprendizaje de la demostracidén en el
estudiante. Durante las Ultimas décadas los estudios se han enfo-
cado en los niveles de educacién superior. Por eso es importante,
como lo manifiestan los autores, que en los proximos afios las in-
vestigaciones también se centren alrededor del disefio de inter-
venciones en el aula respecto a la ensefianza y el aprendizaje de
la demostracién en los niveles primarios, ya que desde un punto
epistemoldgico, estas investigaciones pueden ayudar a lograr una
mayor continuidad en las formas de pensar de los estudiantes en
diferentes niveles de educacién y disminuir la brecha existente en
muchos paises entre primaria y la introduccion abrupta de la de-
mostracion en los estudiantes de la escuela secundaria.

Este trabajo tiene como objetivo la profundizacién tedrica y la
caracterizacién de los procesos de conjetura y demostracion en el
aula manifestados por los estudiantes de la Licenciatura en Educa-
cion Basica con énfasis en Matematicas de la Universidad Santo To-
mas en la modalidad a distancia, y responde al siguiente problema
de investigacién: jcomo la conjetura y la demostracion matemati-
ca, en el marco de la resolucién de problemas, favorecen el desa-
rrollo del pensamiento matematico de los docentes en formacién?
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Metodologia

La metodologia de esta investigacion es de tipo cualitativa, ya
que permite al investigador analizar y comprender la naturaleza
cientifica de los fendmenos que emergen desde la perspectiva de
los participantes en un determinado contexto. El método aplicado
para esta investigacién es el estudio de casos, dado que es posible
investigar empiricamente mediante procedimientos inductivos y
deductivos los aspectos subjetivos y objetivos de la vida social tal
como lo sefalan Neiman y Quaranta (2012). Este estudio de casos
se aborda desde la ingenieria didactica (ID) de Michéle Artigue
(1995), quien la define como una metodologia de investigacién
que aborda de manera experimental las generalidades de la con-
cepcidn, la realizacion, la observaciéon y el analisis de las secuencias
de ensefianza desde cuatro fases: el analisis preliminar, la concep-
cion y analisis a priori de las situaciones didacticas, la experimen-
tacion y el analisis a posteriori, y la validacion.

Como estrategia en el disefio de las secuencias de aprendizaje
se utilizo el enfoque centrado en la resolucién de problemas desde
la perspectiva de Alan Schoenfeld (1985) que aborda este proceso
desde cuatro factores: los recursos, las heuristicas, el control y el
sistema de creencias.

Poblacién y muestra

Esta investigacién se desarrollé en la Licenciatura en Educacién
Basica con énfasis en Matematicas de la Universidad Santo Tomas
en la modalidad a distancia. La Universidad Santo Tomas ofrece a
través de sus centros de atencion universitaria (CAU) programas
de educacién a distancia con presencia en 23 municipios o ciuda-
des del pais. En esta investigacion participaron 6 estudiantes de
séptimo semestre que se encontraban inscritos en la asignatura de
Numero y Cantidad; la modalidad es totalmente a distancia y se
desarroll6 a través de la plataforma Moodle.
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Tabla 1. Poblacion y muestra.

Centro de atencion

Identificacién

Universitario (CAU)
Estudiante 1 Barrancabermeja 22 Femenino
Estudiante 2 Bogota 25 Femenino
Estudiante 3 Chiquinquira 22 Masculino
Estudiante 4 Ocana 23 Masculino
Estudiante 5 Monteria 22 Femenino
Estudiante 6 Armenia 23 Femenino

Fuente: elaboracion propia

Los estudiantes participaron mediante encuentros virtuales a
través de videoconferencias en el horario de asesorias establecidos
por la universidad o en otros horarios acordados con algunos es-
tudiantes, dada la flexibilidad que ofrece la modalidad a distancia.
También participaron en foros de discusion, presentaron videos de
los trabajos entregados y el envio de los archivos con el desarrollo
de las actividades. Los estudiantes inscritos en esta licenciatura han
elegido la dinamica de la educacion a distancia fundamentalmente
por la flexibilidad en los horarios, los encuentros asincronicos y las
barreras de distancia de la educacién presencial. La mayoria de es-
tos estudiantes actualmente se encuentran trabajando en regiones
de dificil acceso o alejados de un centro de educacidn universita-
rio presencial. Bajo estas condiciones, la educacién a distancia se
convierte en una solucion de cobertura en educaciéon que permite
suplir las limitaciones de la educacion presencial.

Debido a las condiciones de aislamiento en que se encuentran
estos estudiantes, su interaccion con procesos de pensamiento
matematico es baja y algunos de ellos desconocen la importancia
de los procesos de conjetura y demostracién en el aula. El campo
profesional de estos maestros en formacién sera la ensefianza de
las matematicas en los primeros niveles de educacién y en muchas
ocasiones completaran su carga académica con las otras areas del
ciclo de primaria. Actualmente en Colombia la ensefianza de las
matematicas en los niveles de primaria es asumida por docentes
que deben tener un dominio de todas las areas. Por eso el impacto
de esta investigacidn trasciende mas alla de esta muestra, ya que,
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siendo maestros en formacion, en un futuro seran multiplicadores
de este enfoque de la demostracion matematica.

A continuacion, se hace una descripcién detallada del desarrollo
metodoldgico de la investigacion, que incluye los analisis prelimi-
nares, la concepcion y el andlisis a priori, la experimentacién y el
analisis de los datos, el analisis a posteriori, y la validacion.

Andlisis preliminares

Debido a la poca importancia que actualmente reciben los pro-
cesos de demostracién en el aula, en las Ultimas décadas se han
incrementado notablemente las investigaciones en torno a este
tema. En los aflos setenta y finales del siglo pasado, las investiga-
ciones giraban en torno a la identificacién de las dificultades que
estudiantes y maestros manifestaban respecto a la construccién
de demostraciones matematicas vistas desde la axiomatizacién o
formalizacion de ellas. En la actualidad las investigaciones giran en
torno a la implementacion de practicas positivas que destaquen la
importancia de estas actividades en el desarrollo del pensamiento
matematico. A continuacién, se relacionan las problematicas mas
frecuentes en torno a la demostracion matematica manifestada
por docentes y estudiantes. Este analisis se realiza desde las di-
mensiones propuestas en la ID.

Tabla 2. Dimensiones del analisis preliminar.

Dimensién | Problematicas

* Se subestima la capacidad del estudiante.

* Proceso dificil de ensefar y aprender.

» Su finalidad es convencer.

» Enfoque es de tipo tradicional (formal, autoritario, ritual).

Epistemolégica

* Ritual sin sentido.
Cognitiva » Memorizacion y reproducciones literales.
* Solo construyen esquemas de demostraciéon empiricos.

* No esta incluido en el curriculo (fue eliminado).

« Carencia de material didactico y tecnolégico.

« Se presenta como un producto.

» Poca o ninguna formacién en los maestros potenciales.

Didactica

Fuente: elaboracion propia
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La concepciéon y el andlisis a priori

Esta fase se disefid teniendo en cuenta la hipotesis, los objetivos, el
estado del arte y el marco tedrico de la investigaciéon. A continua-
cion de describen las variables macrodidacticas y microdidacticas
que intervienen, y se especifica la forma en que se aborda los pro-
cesos de conjetura y de demostracion matematica en el aula.

Las variables macrodidacticas describen el enfoque con el que
se aborda la conjetura y la demostracién en el aula en esta inves-
tigacion, mientras que las variables microdidacticas determinan la
forma en que se abordan y se disefian las secuencias de aprendi-
zaje.

Tabla 3. Variables en la concepcion y el analisis a priori.

Variables macrodidacticas Variables microdidacticas

*Funcionalidad de la demostracion en el aula

(Gila Hanna). *Razonamiento abductivo (Charles Sanders
Peirce)

*Modelo de formacion de docentes de Fennema

y Franke *Resolucion de problemas retadores (Mary Falk
de Losada)

*Perspectiva integral de la demostracioén y

esquemas de demostracion (Harel y Sowder) +La teoria de numeros en el aula (Zazkys y
Campbell)

*Resolucion de problemas (Alan Schoenfeld)
*Ambientes virtuales de aprendizaje.
*Educacion a distancia.

Fuente: elaboracion propia

Tomando como referente cada uno de los aspectos menciona-
dos, se plantearon las siguientes hipotesis globales y locales.

Hipotesis global

La conjetura y demostracion matematica en el marco de la reso-
lucién de problemas retadores favorecen el desarrollo del pensa-
miento matematico en los estudiantes de la Licenciatura en Edu-
cacion Basica con énfasis en Matematicas de la Universidad Santo
Tomas en la modalidad a distancia.
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Hipotesis locales

* La interaccidon constante con situaciones matematicas retadoras
mediante la exploracién, la manipulacién de los objetos matemati-
cos y los recursos con los que dispone permiten desarrollar proce-
sos de elaboracidn de hipdtesis y formulacion de conjeturas.

« El desarrollo del razonamiento inductivo, abductivo y deductivo
en el marco de la resolucién de problemas favorece el desarro-
llo deductivo de esquemas de demostracion con miras a mejorar
sus definiciones, construir significados mas robustos y profundizar
tedricamente sus resultados.

La experimentacion y el andlisis de datos

En esta etapa se disefiaron las secuencias de aprendizaje teniendo
como referentes las variables micro y macrodidacticas y se abor-
daron desde tres fases (exploracién, validacién y demostracién). Ya
que la modalidad de la asignatura es a distancia, esta se desarrolld
a través de la plataforma Moodle. Esta plataforma cuenta con aulas
virtuales en las que se encuentran las unidades tematicas, los foros
de discusion, los encuentros virtuales denominados tutorias (a tra-
vés de videoconferencias) y los enlaces para entregar y cargar los
archivos de las actividades correspondientes.

El analisis de datos se realizd teniendo en cuenta los parame-
tros y caracteristicas de la teoria fundamentada. Este proceso se
hace mediante una descripcién de lo que sucede al interior de cada
secuencia de aprendizaje, un ordenamiento sistematico mediante
propiedades, categorias y dimensiones, hasta finalmente llevarlo a
un estado de teorizacion derivada de los datos.

La codificacion sistematica de los datos se realizé a través del
software Atlas.ti 8. Este programa es una poderosa herramienta
para el analisis cualitativo de los datos que permite al investiga-
dor encontrar, descubrir y clasificar cédigos a través de citas de
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textos, videos, audios, imagenes, etc., con el objetivo de atrapar la
realidad mediante redes conceptuales, tal como lo seiala la teoria
fundamentada. En total se realizaron 6 secuencias de aprendizaje
con la misma estructura. A continuacion, se muestra un ejemplo de
las secuencias de aprendizaje desarrolladas por cada uno de los
estudiantes.

Problema banda de colores

Una cuadricula de tamaio 123 x 123 se desea pintar utilizando 6
colores tal como se muestra en la siguiente figura.

Figura 1. Banda de colores.

Fuente: elaboracion propia

Se quiere determinar qué color se utilizd mas que los demésy la
cantidad de cuadriculas de cada color.

Fase exploratoria

En esta fase se analizan las estrategias desarrolladas por los seis
estudiantes para resolver el problema de la banda de colores en
una cuadricula de 123 x 123, los estudiantes utilizaron cuadriculas
mas pequefas con el propdsito de encontrar regularidades. Este
método de utilizar casos mas pequefios se da por la imposibilidad
de trabajar con una cuadricula tan grande. Al utilizar casos mas pe-
gueios la mayoria de los estudiantes realizaron descomposiciones
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de la cuadricula con la finalidad de facilitar el conteo de colores e
identificar cual color se utilizé mas. A continuacion se redactan de
modo general las conjeturas encontradas por los estudiantes y sus
mecanismos de validacion.

Conjetura 1. Si la cantidad de colores es divisor del area
de la cuadricula, entonces la cuadricula contiene la
misma cantidad de colores.

Conjetura 2. Si la cantidad de colores es divisor de la
longitud de la cuadricula, entonces la cuadricula
contiene la misma cantidad de colores.

Conjetura 3. Si una cuadricula es de tamafo n x n,
entonces el color que mas se utiliza, esta representado
por el residuo de dividir la longitud de la cuadricula
entre la cantidad de colores.

Fase de validacion

Como se mencion6 en la fase de exploracion, la mayoria de los
estudiantes basaron la validacién de sus conjeturas en métodos
de descomposicion de las cuadricula y a partir de estas, argumen-
taron deductivamente los resultados encontrados. El método de
descomposicion se caracteriza por tomar un caso mas pequefo en
el que realizan una transformacion del problema.

Tabla 4. Evidencia de la fase de validacion.

Conjetura Descomposicién Transformacion

Conijetura 3

Estudiante 1

Fuente: elaboracion propia
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Este proceso de descomposicion y transformacién consiste en
dividir la cuadricula en cuadrados mas pequefos de 6 x 6 y luego
transformar ese cuadrados por columnas de igual color. El pro-
posito de la transformacion es dejar en evidencia una propiedad
invariante; en este caso, se desea mostrar que cada cuadrado de 6
x 6 contiene 6 cuadros de cada color.

Fase de demostracion

En esta fase los estudiantes describieron la solucién del problema
de forma general para cuadriculas de tamafio n x ny tamafio m x n.
A continuacién, se relacionan de manera general los esquemas de
demostracién desarrollados por los seis estudiantes para resolver
el problema de manera general.

El estudiante 6, parte la cuadricula en cuatro secciones, de tal
forma que transforma la situacion matematica en un problema
geométrico. Una vez establecida esta transformacién el estudiante
procede a demostrar la conjetura 3, aplicando un método de con-
teo de forma general.

Tabla 5. Evidencia de la fase de demostracion.

Conjetura | Descomposicion Demostracion

“Para contar la cantidad de colores de la
cuadricula, se divide la longitud de la cuadricula n
en la cantidad de colores k y se obtiene

m | n= km +r, m es multiplo de n - ry el residuo
rrepresenta la posicién del ultimo color en la
longitud de la cuadricula.

Luego se particiona la regién en cuatro partes

mxm mxr
como se muestra en la figura y se calcula cada
parte:

Conjetura 3 En la region m x m, el total de cada color es m?k.
En cada region m x r hay mr unidades de cada
color.

rxm rxr

A5 —

En la regién r x r hay r unidades del color que
ocupa esa posicion y que estan en la diagonal
principal, el nimero de unidades de los otros
colores es menor que los de la diagonal r.

Cantidad de colores en la posicion r:

Estudiante 6 C=m? k+2mr+r’

Fuente: elaboracion propia
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Los estudiantes 1, 2, 3, 4y 5 basaron su demostracion de mane-
ra deductiva a través de un ejemplo genérico a manera de descrip-
cion del método, pero sin utilizar un lenguaje algebraico.

Tabla 6. Evidencia de la fase de demostracion.

Conjetura ‘ Transformacion ‘ Demostracion

“Si la variedad de
colores es un divisor de
la cuadricula

n x n, entonces, el
procedimiento es
sencillo, se halla el area
de la cuadricula y se
determina la cantidad
de cuadriculas de color
dividiendo el area por
el nimero de colores
presentes en ella ”.

Conjetura 1

Estudiante 3

“Cuando se presenta
este caso, se puede
descomponer

la cuadricula en
cuadriculas mas
pequefas, procurando
aplicar el procedimiento
de descomposicion

y luego sumando los
totales”.

Conjetura 3

Estudiante 4

Fuente: elaboracion propia

Andalisis a posteriori y validacion

La fase de validacion de la ID es interna y supone una contrastacion
del analisis a priori con el a posteriori con el fin de validar o refutar
las hipotesis planteadas en la investigacion. Artigue (1995) enfatiza
gue debido a la formulacion relativamente global de las hipétesis
de investigacion que suponen procesos de aprendizaje a largo pla-
zo, la amplitud de la ID no le permite comprometerse en realidad
con un proceso de validacion.

En esta fase se busca mostrar evidencia de causa y efecto que
dé explicacién a las observaciones y resultados encontrados. El
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analisis a posteriori y la validacion interna se abordaran desde las
hipotesis globales y locales planteadas en el anélisis a priori. Las
hipotesis locales caracterizan fendmenos observados en el desa-
rrollo de las secuencias de aprendizaje y la hipdtesis global descri-
be fendmenos generales en torno a la implementacién de la con-
jetura y demostracién en el aula en la formacion de docentes. A
continuacion, se analizan en detalle cada una de ellas.

Hipotesis locales
Hipotesis n.° 1

La interaccion constante con situaciones matemadticas retadoras me-
diante la exploracién, la manipulacién de los objetos matemadticos
y los recursos con los que dispone permite desarrollar procesos de
elaboracion de hipétesis y formulacion de conjeturas.

En cada una de las secuencias de aprendizaje se evidencia una
motivacién natural de querer resolver cada uno de los problemas.
Al abordar cada situacion, los estudiantes tomaron como positivo
el hecho de no necesitar un alto dominio de los conceptos ma-
tematicos; esto generd un nivel de confianza y disposicién para
iniciar a explorar cada problema propuesto.

En la fase de exploracién de las secuencias de aprendizaje, los
estudiantes comenzaron interactuando con cada problema reta-
dor. El hecho de manipular objetos matemaéticos como las bandas
de colores, permitié la comprension de cada situacion matematica.
En la medida que cada uno de ellos comenzd a interactuar con
estos objetos matematicos que en un principio parecen cadticos
y que dependen de variables hasta el momento no controladas,
su dominio sobre la dindmica de las operaciones comenzé a tener
sentido. Este dominio hace referencia al conocimiento previo (ma-
tematico, informal) y la forma como se aborda el problema (herra-
mientas, técnicas).

La exploracion, los recursos (los objetos, el dominio) y las ope-
raciones sobre los objetos determinan una transicion de las ope-
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raciones concretas hacia la comprensidon de las situaciones mate-
maticas.

Figura 2. Fase de exploracion.

Exploracion

Comprension

Recursos Operaciones

Apropiacién

Fuente: elaboracion propia

Una vez definida la comprensién del problema, la interaccién
entre los recursos y sus operaciones, los estudiantes enfrentan los
problemas desde una nueva perspectiva y muestran un sentido de
apropiacion de la situacion matematica abordada, lo que da como
resultado un control total de la situacion. En este punto, el estu-
diante es consciente de lo que sucede al interior de cada situacion,
sus decisiones comienzan a ser monitoreadas y evaluadas depen-
diendo de los resultados generados; es decir, el estudiante esta-
blece procesos metacognitivos de sus actuaciones.

Esta etapa de control no es inmediata. Durante el desarrollo
de las secuencias se observd que algunos participantes en su fase
inicial realizaban operaciones sobre los objetos, pero realmente
no tenian control de la situacion. Este hecho se debe a que, en la
etapa de exploracion, las operaciones sobre los objetos no esta-
ban encaminadas a la comprension sino a la manipulacion de los
objetos. Este tipo de situaciones, desde la metodologia de inves-
tigacion de la ID, se reconocen como distorsiones; estas requie-
ren un ajuste o una reacomodacién durante el desarrollo de las
secuencias de aprendizaje. En cada uno de estos casos se buscé
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a través de los encuentros por videoconferencia la certeza de la
comprension de los problemas retadores. Este trabajo se hizo a
través de la interaccidén entre ellos sin comprometer el papel del
profesor dentro de la ID.

Figura 3. Proceso de la formulacion de la conjetura.

R. Inductivo

Formulacién
Evidencia dela

empirica conjetura

Acciones
mentales

Dominio

Matemadtico

R. Abductivo

Fuente: elaboracion propia

Una vez definida la etapa de control por parte de los estudian-
tes, las operaciones sobre los objetos comienzan a ser planificadas
y se definen como acciones mentales (ver figura 3). Estas acciones
estan determinadas por sus razonamientos que en primera instan-
cia son de tipo inductivo y abductivo; aqui la intuicién y la sos-
pecha sobre los hechos observados juegan un papel importante
hacia el camino de la elaboracién de la hipdtesis. El razonamiento
abductivo tiene como funcién descubrir hechos sorprendentes so-
bre las acciones realizadas y el razonamiento inductivo tiene como
funcion la recoleccion y organizacion de la evidencia de los hechos
observados. Una vez analizada esta evidencia, emerge de manera
natural el proceso de formulacién de la conjetura. Esta dualidad
entre el descubrimiento y la induccion de los resultados esta con-
dicionada por su dominio matematico, es decir, sus mecanismos
de verificacién son empiricos a través graficos, tablas de datos, en-
sayo y error, etc. Sus justificaciones se dan mediante la experiencia
y sobre situaciones concretas; en esta etapa, todavia no se concibe
un desprendimiento de lo concreto hacia lo abstracto.
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En la fase de validacion sus resultados ya no dependen de la
manipulacion de los objetos ni sus operaciones sino del dominio
matematico y la argumentacion de sus afirmaciones. Es decir, exis-
te un desprendimiento de las operaciones concretas hacia un nivel
de operaciones formales: sus acciones mentales comienzan a de-
pender del razonamiento matematico, la argumentacion y el nivel
de abstraccién desarrollado por cada uno de ellos. Este proceso
de validacion se da mediante la transferencia y transformacién de
las propiedades invariantes inmersas en cada uno de los proble-
mas retadores. Por transferencia se entiende que ellos identifican
propiedades comunes sobre situaciones locales y las reproducen
en situaciones globales del problema; por transformacién se en-
tiende que existe un proceso de manipulacion y modificacién de la
situacion matematica aparentemente compleja hasta llevarla a un
estado de verificacién evidente.

Figura 4. Caracterizacion de la fase de validacion.

| Conjetura H Transferencia ]_.‘ Validacion
Argumentacion

Fuente: elaboracion propia

Abstraccién

Reafirmar

Dentro del proceso de refutacion de la conjetura, se evidencia
que el contraejemplo es el mecanismo que utilizan los estudiantes
para objetar una conjetura incorrecta. El uso del contraejemplo les
conduce a un desequilibrio cognitivo sobre los argumentos que les
llevaron al planteamiento y formulacién de la conjetura; su reaco-
modacion conduce a la modificacién sobre sus acciones mentales
con miras a encontrar nuevos resultados respaldados por nueva
evidencia empirica recolectada. En general, el hecho de encontrar
un contraejemplo los Ileva a hacer una revision cuidadosa de la
evidencia y las heuristicas que los llevaron al planteamiento de
dicha hipodtesis. Una vez detectado el hecho que generé la falsa
hipotesis, se realizan los cambios respectivos y se comienza de
nuevo el proceso de reformulacién de la conjetura.
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Hipétesis n.° 2

El desarrollo del razonamiento inductivo, el abductivo y el deductivo
en el marco de la resoluciéon de problemas favorecen el desarrollo
de esquemas de demostracion deductivo con miras a mejorar sus
definiciones, construir significados mds robustos y profundizar teo-
ricamente sus resultados.

En cada una de las fases planteadas en el disefio de las secuen-
cias de aprendizaje, los estudiantes constantemente estan razo-
nando acerca de sus afirmaciones y sus consecuencias. Conside-
rando lo anterior, se evidencid que existe una relacién notable
entre los tipos de razonamiento utilizados y su correspondencia
con los procesos de formulacion de la conjetura y el camino hacia
la construccion de la demostracion.

El razonamiento abductivo actia como un elemento mediador
entre el razonamiento inductivo y el deductivo, que guia el camino
desde la formulacién de la conjetura hasta la construccion de la
demostracién matematica. Los estudiantes, llevados por su intui-
cion, el descubrimiento y la observacién de lo que sucede en la in-
teraccién con las situaciones matematicas, encuentran fenémenos
sorprendentes y desean comprender la razéon que los origina. En
este punto, como se manifestd antes, los estudiantes razonan hacia
atrés tratando de buscar evidencia que corrobore sus hallazgos.
Al proceder de esta manera su razonamiento es de tipo inductivo
y su objetivo es determinar, clasificar y organizar las pruebas que
sustentan sus afirmaciones.

Figura 5. Caracterizacion del razonamiento abductivo.

Evidencia

empirica

R. Abductivo R. Deductivo

R. Inductivo

Esquemas de
demostracion

Demostracion

Fuente: elaboracion propia
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La manera en que recolectan la informacion es inductiva y lo ha-
cen a través de estrategias heuristicas tales como tablas de datos,
graficos, andlisis de patrones (por recurrencia o por repeticién),
ejemplos, etc. En este ciclo los estudiantes comienzan a desarrollar
esquemas de demostracion empiricos que conducen a la formu-
lacion y el planteamiento de la conjetura. Una vez identificadas
las condiciones que generaron el hecho sorprendente, sus razo-
namientos cambian de direccién (hacia delante) y se realizan de
forma deductiva mediante reglas de inferencia. Ellos reafirman o
validan sus resultados mediante la implementaciéon de ejemplos
genéricos, problemas semejantes, analisis de casos, métodos ex-
haustivos, etc.

Este proceso de ir hacia atrds en busca de explicaciones y de-
volverse de manera deductiva estd mediado por el razonamiento
abductivo y su propdsito es el de encontrar el mejor argumento
que dé explicacion a lo encontrado. Una vez identificado y vali-
dado el argumento, los estudiantes proceden a construir la de-
mostracion matematica, sus razonamientos abductivos y deducti-
vos estan encaminados a buscar argumentos convencionales o no
convencionales (ingeniosos) que conduzcan a la generalizacién de
sus resultados.

Al analizar la forma como los estudiantes construyen sus de-
mostraciones se evidencid que este proceso se da través de la
construccion de esquemas de demostracidon empiricos, deductivos
y deductivos transformacionales, siendo los dos ultimos los de mas
aceptacion hacia la validez de los resultados.

Este ciclo determinado por la abduccién, la deduccion y el de-
sarrollo de esquemas de demostracion deductivos dan como re-
sultado la demostracion matematica, proceso que, en el marco de
la resolucion de problemas, viene acompafiado implicitamente de
otros que favorecen y enriquecen el desarrollo del pensamiento
matematico del estudiante. En la fase final, los estudiantes no sélo
llegaron a la generalizacion de los resultados mediante el desa-
rrollo de esquemas de demostracion, sino que también adoptaron
un lenguaje y una notacién matematica como una necesidad para
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comunicar sus resultados; este proceso se dio de manera natural a
través del pensamiento variacional. El recorrido hecho por los estu-
diantes desde la fase de exploracidon hasta la fase de demostracién
dio origen a la construcciéon del significado robusto de algunos
conceptos (congruencias, algoritmo de la divisién, multiplos, divi-
sores, etc.) y su sistematizacion tedrica. Es decir, en la mayoria de
los problemas retadores los estudiantes encontraron nuevas pro-
posiciones demostrables y las organizaron desde su concepcion,
en un nuevo marco tedrico.

En la fase de demostracién, se observé que el estudiante con-
cibe este proceso como un ritual por estricta apariencia y supone
que debe estar aislado de los resultados encontrados en su fase de
exploracion y validacion. Para ellos la demostracion debe respetar
la apariencia y caracter formal y, aunque todos lograron llegar a
la generalizacion de los problemas retadores y demostraron cada
afirmacion, al comienzo les fue dificil relacionar sus resultados con
la fase final de demostracion.

Esta limitacién se da por el sistema de creencias que los es-
tudiantes manifiestan alrededor de la demostracion como un
producto. Una vez identificada esta distorsién dentro de la ID se
procede a interactuar y discutir con los estudiantes, a través del
recurso de videoconferencia, la funcionalidad de la demostracién
en el aula desde la concepcion establecida en el marco tedrico de
esta investigacion. Se lleg6 a la conclusion de que la demostracién
era el resultado de todo el andamiaje utilizado por ellos para llegar
a la generalizacién de las situaciones matematicas y que en esta
fase se culmina todo el proceso mediante la organizacion y siste-
matizacion tedrica. No obstante, se evidencia en el estudiante 2 un
reconocimiento parcial de este proceso; aunque manifiesta estar
de acuerdo con los procesos establecidos en las tres fases, es de
gran relevancia mostrar los resultados mediante una apariencia de
caracter formal mediante la axiomatizacién de los resultados.
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Hipotesis global

La conjetura y demostracién matemadtica en el marco de la resolu-
cion de problemas retadores favorecen el desarrollo del pensamiento
matemadtico en los estudiantes de la Licenciatura en Educacién Bdsi-
ca con énfasis en Matemdticas de la Universidad Santo Tomdas en la
modalidad a distancia.

Esta investigacién se basé en la implementacion positiva de
los procesos de conjetura y demostracion en el aula y su disefio
se abord6 desde diferentes aspectos como lo son el contexto, el
componente epistemoldgico, el pedagogico, el didactico y el ma-
tematico. En consecuencia, su analisis mostré una profundizacion
tedrica en torno al favorecimiento del pensamiento matematico
manifestado por los estudiantes de la Licenciatura en Educacion
Basica con énfasis en Matematicas y un modelo didactico de como
abordar estos procesos en el aula desde la teoria de niUmeros, con
miras a modificar desde el pregrado su pensamiento subjetivo en
torno a la visiéon formalista de la demostracién matematica.

El disefio de las secuencias de aprendizaje en el marco de la
resolucion de problemas retadores se convierte en un escenario
optimo para el desarrollo de heuristicas y habilidades matematicas
que conducen al favorecimiento del pensamiento matematico. En
cada una de las fases de exploracién, validacion y demostraciéon
dentro del diseflo de las secuencias de aprendizaje de la ID, se
evidencio por parte de los estudiantes el uso, el progreso y la po-
tencializacion de razonamientos y estrategias ingeniosas que los
condujeron no solo a resolver las situaciones planteadas, sino a
fomentar positivamente procesos de conjetura y demostracién en
el aula.

En la fase de exploracidon los estudiantes, mediante la interac-
cion con los objetos, desarrollaron habilidades enfocadas a la com-
prensién y apropiacion de las situaciones matematicas. El analisis
de datos en esta etapa refleja un nivel de comprensién de los es-
tudiantes basado en la manipulacion de operaciones concretas. En
ellas, sus actuaciones son producto de un analisis experimental, es-
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timulado por mecanismos de ensayo y error y dirigido al reconoci-
miento de las condiciones establecidas en cada problema retador.
Una vez el estudiante se haya situado en el nivel de comprension
del problema sus actuaciones futuras estan determinadas por un
nivel de apropiacion de las situaciones matematicas, y aunque to-
davia sus actuaciones estan basadas en operaciones concretas sus
decisiones estan premeditadas por una planificaciéon producto de
la exploracién, la observacion y la reflexion. A medida que el es-
tudiante interactia y toma control de cada situacién matematica,
sus razonamientos son mas directos y se enfocan mas en la obser-
vacién de hechos sorprendentes y en la recoleccion de evidencias
para el planteamiento de hipdtesis y la formulacién de conjeturas.

Una vez formulada la conjetura, sus razonamientos y estrate-
gias matematicas estdn enfocadas en validar sus afirmaciones. En
esta fase hay un desprendimiento de los objetos concretos, y sus
explicaciones estan basadas en la argumentacién, la abstraccion y
la generalizacion de las propiedades invariantes de cada una de las
situaciones matematicas. En la fase de validacién, las habilidades
matematicas desarrolladas estan dirigidas a la verificacion o refu-
tacién de la conjetura y a la resolucion de los problemas retadores;
sus argumentos son de caracter abductivo y deductivo, la justifi-
cacion de sus afirmaciones esta condicionada por una secuencia
de implicaciones logicas y por ende sus razonamientos son mas
refinados y enriquecidos. En este punto el lenguaje matematico es
introducido de manera natural por la necesidad de comunicar lo
encontrado.

La fase de demostracién no debe ser situada como un produc-
to, sino como el resultado de un proceso: no se trata de mostrar
el valor asignado solo a la demostracion, sino también mostrar de
forma organizada y sistematica todos los resultados inmersos que
se derivaron del camino de la formulacién de la conjetura hasta la
etapa de demostracion. Al tener en cuenta todo el proceso, el pro-
ducto final no es la demostracion en si; por el contrario, debe ser
el desarrollo del pensamiento matematico implicito en el analisis y
solucién de las situaciones matematicas. Este se manifiesta en los
cambios conceptuales a nivel cognitivo, pedagdgico y didactico
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provocados en el estudiante durante el desarrollo de las secuencias
de aprendizaje, en la profundizacion tedrica de sus hallazgos, en la
construccion de significados mas robustos, en el refinamiento de
sus razonamientos y en el desarrollo de heuristicas cada vez mas
ingeniosas. Es importante resaltar como el andlisis de situaciones
matematicas, partiendo desde un conocimiento informal y llevado
por una motivacién natural de los problemas retadores, desperté
en cada estudiante un impulso a querer dar explicacion del origen
de sus hallazgos hasta llevarlos a un analisis mas profundo y origi-
nal. Sus interacciones constantes en cada problema los condujeron
a desarrollar diferentes niveles de pensamiento matematico, desde
un nivel basico determinado por el dominio informal de los con-
ceptos matematicos hasta indagar propiedades y relaciones ma-
tematicas con un nivel de complejidad coherente con el dominio
matematico adquirido en cada secuencia de aprendizaje.

Resultados

Los resultados de este trabajo derivan en un modelo didactico de
formacion docente que orienta la manera en que deben implemen-
tarse los procesos de conjetura y demostracién en el aula desde
una perspectiva falibilista. Este modelo didactico describe los com-
ponentes que los docentes deben tener en cuenta al momento de
planificar e implementar los procesos de conjetura y demostracion
en el aula. Es importante resaltar el alcance de esta propuesta ya
que esta dirigida a docentes en formacion cuyo campo profesional
se encuentra en los niveles de educacion de basica primaria y ba-
sica secundaria (sexto a noveno). También es importante tener en
cuenta que, aunque el campo de accién de esta investigacién fue la
formacion de docentes en la modalidad a distancia, el alcance del
modelo trasciende mas alla de los limites de esta modalidad, debi-
do a que sus componentes estan determinados por las relaciones
implicitas en los procesos de conjetura y demostracidon matematica
descritos en cada una de sus fases (exploracién, validacién y de-
mostracion) y no en las caracteristicas de la educacion a distancia.
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Figura 6. Modelo didactico de la implementacion de la conjetura y demostracion en el aula.

Componente
Matematico

Componente Componente
Epistemoldgico Pedagdgico

Componente
Didactico

Ry
SJopejas sews|0®’

Fuente: elaboracién propia

Para la planificacion e implementacién de los procesos de con-
jetura 'y demostracion en el aula se deben tener en cuenta compo-
nentes mas alld de los aspectos matematicos de la demostracion.
No sélo es importante hacer énfasis en el conocimiento matema-
tico y los estandares que debe cumplir la demostracién, sino que
esta se debe abordar teniendo en cuenta el contexto en que se
producen. El contexto estd determinado por las creencias de los
maestros, los aspectos historicos de la demostracion y el curriculo.
Las creencias determinan el enfoque del maestro al momento de
planificar e implementar la conjetura y demostracidén en el aula. Si
el maestro tiene un bagaje histérico de los procesos de conjeturay
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demostracién desde los babilonios hasta nuestros dias, sus creen-
cias estaran direccionadas hacia un enfoque falibilista y ajustara el
curriculo teniendo en cuenta la poblacién que atendera.

Una vez identificado el contexto, el docente debe planificar sus
actividades de acuerdo con los componentes pedagodgicos y di-
dacticos de la conjetura y demostracion en el aula, es decir, es
importante que el docente tenga claridad sobre el para qué y el
coémo de la implementacion de estos procesos. El para qué hace
referencia a la funcionalidad de la demostracién y el cémo a la for-
ma de abordarla, que en esta investigacion se hizo desde el mar-
co de la resolucién de problemas. EIl componente epistemoldgico
estad dirigido hacia el desarrollo del pensamiento matematico en
los estudiantes: no solamente debe demostrarse el valor de verdad
de una afirmacién, sino que también es importante potencializar
el razonamiento matematico implicito en cada demostracion y el
estudio del pensamiento matematico en cada proceso manifestado
por los estudiantes. El componente matematico debe estar orien-
tado hacia la sistematizacion tedrica de los resultados y hacia la
construccion de significados mas robustos, y se deja al final para
resaltar que los procesos de conjetura y demostracién en el aula no
deben atender solamente a los contenidos matematicos inmersos
en una demostracién. Cada uno de los componentes del modelo
estan conectados, de tal forma que la planificacién de una nueva
actividad debe respetar este ciclo secuencial.

Una vez se establezca el disefio de las secuencias de aprendiza-
je, las fases de exploracion, validacién y demostracién determinan
el alcance de los resultados en los procesos de conjetura y demos-
tracion. Este alcance se mide mediante la interaccién constante de
los estudiantes con las secuencias de aprendizaje. El resultado final
es un desarrollo creciente y expandible de todos los componen-
tes. A continuacion, se muestra la caracterizacién del proceso de
conjetura y demostracién matematica en el aula manifestada por
los estudiantes de la Licenciatura en Educacion Basica con énfasis
en Matematicas en la modalidad a distancia en la asignatura de
Numero y Cantidad.
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Figura 7. Caracterizacion de los procesos de conjetura y demostraciéon matematica manifestada por los

docentes en formacion.
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Sistematizacién Enfoque
falibilista

[ Funcionalidad ] [ Resolucion de

en el aula problemas

matematico

Fuente: elaboracion propia

Cada proceso inmerso en las fases de exploracién, validaciéon y
demostracién fue previamente explicado y detallado en el andlisis

a posteriori 'y validacién de los resultados.
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Conclusiones

Los resultados de esta investigacion en los procesos de conjetura
y demostracion desde una perspectiva falibilista generaron cam-
bios conceptuales en los componentes matematico, epistemolo-
gico, pedagdgico y didactico. Por tanto, se hace necesario seguir
avanzando en investigaciones que respalden los alcances de im-
plementar practicas positivas en el aula desde los primeros niveles
de formacion.

Si se define el camino desde los primeros afios para que los
estudiantes de manera natural se enfrenten con escenarios donde
la demostracion matematica tenga el sentido y la importancia que
se merece, muy seguramente en los siguientes niveles de forma-
cion los esquemas que desarrollen los estudiantes se refinaran a
tal punto que sus razonamientos estaran determinados por una
estructura deductiva y de caracter axiomatica paralela a la que de-
sarrollan los matematicos.

Fuera del campo de los matematicos, profesores de matemati-
cas y estudiantes con un buen dominio matematico, los procesos
de demostracion en el aula carecen de sentido. Esta investigacion
estd dirigida a fortalecer los procesos de conjetura y demostra-
cion en el aula a estudiantes y docentes inexpertos cuyo dominio
matematico es minimo pero que motivados por problemas reta-
dores logran desarrollar esquemas de demostracion deductivos.
Teniendo en cuenta que la poblacién en Colombia, como lo sefa-
lan las pruebas internacionales, presenta deficiencias en matemati-
cas, se recomienda seguir investigando en el disefio de secuencias
de aprendizaje basadas en el enfoque de resolucién de problemas
retadores con miras a construir un conjunto de practicas que con-
soliden un material didactico y pedagdgico que sea base para la
formacion de docentes.
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