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RESUMEN

El Andlisis de Clifford ha ayudado a interpretar eficientemente muchas de las ecuaciones de la Fisica Matemdtica,
y en particular de la Mecdnica de Medios Continuos. En el presente articulo se estudia una generalizacién natural
del cldsico operador de Lamé-Navier sobre dlgebras de Clifford. El uso de operadores de Dirac construidos con bases
ortonormales arbitrarias conduce a una gran variedad de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de interés mate-
mdtico y fisico. Primeramente, se estudian varias propiedades esenciales como la invariancia sobre campos k-vectoriales
y la elipticidad. Ademds, se presenta una reescritura del sistema de Lamé-Navier en términos de los médulos longitu-
dinal y transversal. Finalmente, se considera el problema de Dirichlet asociado a funciones que anulan dicho operador

y se determina la condicién que provoca que este problema, en general, sea mal planteado en el sentido de Hadamard.
Palabras clave: operadores de Dirac, invariancia, elipticidad, sistema de Lamé-Navier, problema de Dirichlet.

ABSTRACT

Clifford Analysis has helped to effectively interpret many of the equations of Mathematical Physics, and in particular of
the Mechanics of Continuous Media. In this paper we study a natural generalization of the classical Lamé-Navier operator on
Clifford algebras. The use of Dirac operators constructed with arbitrary orthonormal bases leads to a great variety of systems of
partial differential equations of mathematical and physical interest. First, several essential properties such as invariance over
k-vector fields and ellipticity are studied. In addition, a rewriting of the Lamé-Navier system in terms of the longitudinal and
transverse modules is presented. Finally, the Dirichlet problem associated with functions that cancel the generalized Lamé-
Navier operator is considered, and we determine the condition that causes the ill-posedness of problem in the Hadamard sense.
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1. INTRODUCCION

El operador de Lamé-Navier es un operador diferencial
parcial de segundo orden que aparece en diversos modelos
empleados en la Mecdnica de Medios Continuos, como
por ejemplo en la divergencia del tensor de tensiones de
Cauchy para un medio isotrépico lineal"®¥. Para sélidos
hipereldsticos, las ecuaciones de estado estacionario que
representan el desplazamiento consisten en el operador de
Lamé-Navier igualado con la fuerza externa que actta
sobre el cuerpo”"”. FEstas ecuaciones son también
conocidas como sistema de Lamé-Navier y se deben a la
ley de elasticidad de Hooke®. Para fluidos compresibles,
el operador aparece en las importantes ecuaciones de
momento de Navier-Stokes??. En el contexto del Andlisis
Vectorial, este operador de Lamé-Navier Ly; ;3 actuando
sobre campos vectoriales i: R™ — R™, param > 2, tiene
la siguiente forma explicita: Ly ;3

Lopwld] = pbdi + (p+ DV -0), (1)
donde pt y A son los llamados pardmetros de Lamé?¥®?©,
Estas constantes satisfacen las condiciones para la
elipticidad fuerte de L ,):

u>0, 2u+21>0. (2)

Como el médulo de masa K =1 + § U es usualmente

positivo, entonces la segunda restriccidn en (2) se sustituye
por la siguiente condicién mds fuerte:

A+2p>0, 3)

con el objetivo de aportar un sentido fisico realista. Un
aporte realizado por el alemdn Heinz Hopf implica que las
funciones que anulan al operador L ;3 no alcancen un
médulo miximo sobre un determinado dominio abierto
del espacio m-dimensional. Debido a este hecho, el
conocido problema de Dirichlet para el sistema de Lamé-
Navier tiene solucién tdnica. Este dltimo resultado se
remonta a la obra del fisico prusiano Gustav Robert

Kirchhoff'®.

Las 4lgebras de Clifford tienen innumerables aplicaciones,
como operar de una manera efectiva con las rotaciones en
un espacio de alta dimensién mediante los llamados
grupos espinoriales, donde un ejemplo particular es el
grupo de Lorentz de la Relatividad Especial’”®V. El
operador de Dirac, construido sobre el 4lgebra de Clifford

real Rq ,, con generadores 4, €y, ..., €y, es definido como

Oy = > e;0y;, donde d; denotaa :_xl Dicho operador
es un caso especial de operador de Atiyah-Singer-Dirac
actuando sobre un fibrado espinorial®. En las tltimas
décadas, el estudio de este operador ha sido el tema central
en muchas 4reas de la Matemitica. La consideracién de
propiedades locales de las soluciones del operador de Dirac
ha conducido a una teorfa de funciones, comtinmente
conocida como Andlisis de Clifford. Moreno Garcia et
al.®? establecieron una reescritura del sistema de Lamé-
Navier en términos del operador de Dirac e introdujeron
asi un nuevo operador de Lamé-Navier sobre estas dlgebras
geométricas no conmutativas:

+1
ol = (57 2:1712: ©

3+ A
—(—”2 )AiZ.

Recientemente, Alfonso Santiesteban ez 2/ estudiaron
una generalizacién de este operador (4) considerando
operadores de Dirac construidos con bases ortonormales
arbitrarias de R™: @ ={@1, ¢, ... 0m} y Y=
{1, Y2, ..., ¥Ym}. Este operador generalizado de Lamé-

Navier se define como:
£0%u] = ad?[ulg¥ + ava¥ ], ()

_ 3uta

B Sy

m
¢ = Z (Piaxi-
i=1

Una de las bondades de considerar bases ortonormales o
conjuntos estructurales en el sistema de Lamé-Navier es
que permite obtener una amplia gama de sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales que podrian tener
importancia dentro de la Matemdtica y la Fisica. La
hipétesis anterior es factible ya que se han obtenido
soluciones del sistema cldsico de Lamé-Navier en presencia
de una fuerza de volumen constante que son a la
vez soluciones de un sistema generalizado de L

+A
donde ¢ = #T

|

amé-Navier homogéneo:

ad?[u]a¥ + a*a¥[u] =0. (6)
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El objetivo de este trabajo es estudiar algunas propiedades
esenciales del operador Lz';;p, asi como analizar el

problema de Dirichlet asociado a las funciones que lo
anulan.

2. PRELIMINARES

Sea eq,e,,...,ey la base ortonormal estindar de R™,
sujeta a las relaciones multiplicativas:

ef =—1, ejej = —eje;, i,j =12,..,m, i <j.
El espacio euclidiano R™ queda inmerso en el dlgebra de
Clifford Ry, generada por la anterior base dentro del
cuerpo de los ntimeros reales. Cualquier elemento a €
Ro,m puede ser escrito como a = Y4 aze,, donde ay son
constantes reales y A recorre todos los posibles conjuntos
ordenados A={1<i; < <ip<in} o A=0, y
es = e e, ...e; ,ep = €y = 1. Por tanto, cualquier a €
Ro mn tiene la representacién

a = [a]o + [aly + [a]z + - + [a]m,

donde [-]j denota la proyeccién de Rg p,en el subespacio
de k-vectores definido por

k
]R(()’,)n ={a €Ryp:a= Ay s, Ay ;
ATk )
€ R}
Es costumbre identificar 2 R con R'? | los conocidos

om
1) o .
escalares en Ry, , y R™ con ]Rg,)n = R™, el conjunto de

vectores. Los elementos en R'® &b RY son llamados

o,m o,m
. m
paravectores, mientras que los elementos en ]R(()nz son
9)(10)(14

nombrados pseudoescalares' ). Para un vector V y un
k-vector Yy, su producto vYy se divide en un (k-1)-vector
y un (k+1)-vector, concretamente,

v = [WYelk-1 + [VVilks1s
donde
1
VYelk-1 = > VY, — (-D*Y,v]
y

1
VYilks+1 = > VY + (=D Y,v].

Los productos interior y exterior entre v y Y son
denotados por v - Y, = [VVi]k—1 vy VA Y, = [V ]k+1s
respectivamente. La conjugacién en Ry, es definida
como la involucién a = @ para la cual e; = —¢;, i =
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1,...,m. Una norma ||. || sobre Rq,, es definida por la
expresién ||a||? = [aa]y. Nétese que para x € R™ se
tiene que ||x|| = |x|, coincidiendo con la usual norma

euclidiana en R™.

En este trabajo se consideran funciones definidas sobre
subconjuntos de R™ y que toman valores en Ry ,,. Estas
funciones pueden ser escritas como f = ), fae4, donde
fa son funciones con valores reales. A partir de este
momento, se usard el término de campos k-vectoriales para
hacer alusién a aquellas funciones que toman valores
especificamente sobre el espacio de k-vectores. Existe una
dualidad entre esta teorfa de campos k-vectoriales con la
teorfa de k-formas diferenciables”. Las nociones de
continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad de una
funcién con valores en Ry ,,, se introducen usualmente por
componentes. La letra griega () se usard para designar a un
conjunto abierto de R™.

El operador de Dirac construido con el conjunto
@ ={p1, 2, .., Py} € R™ se define como
Qq) = §016x1 + ‘Pzaxz + et (pmaxm:
y este factoriza al operador de Laplace como —9%3% = A
si y solo si ¢ es una base ortonormal de R™. El primero
que probé este hecho fue Nono® y debido a Shapiro®®®”
a dicha base se le denomina: conjunto estructural. Por
tanto, el Andlisis de Clifford es un refinamiento del
Andlisis Arménico, donde el operador de Dirac es el
operador diferencial por excelencia de esta teorfa de
funciones ¢@-hiperholomorfas!?"”59. Debido a su
naturaleza vectorial, la accién de este operador de Dirac
sobre un campo k-vectorial Fy, estd dada por
0%F, = 0% - F + 0% A Fy,

donde
1
0% Fy = E[Q‘ka ~ (-D*F0°] = [Qka]k_l
’ 1
0Y NFy = > [0¢F, + (-D*F0°] = [Q‘ka]kH-

Esta teorfa, en si misma, no es una gran novedad, ya que
puede reducirse mediante una transformacién ortogonal al
caso estdindar. A pesar de ello, el panorama cambié
completamente por el estudio de algunos operadores
importantes que implican un par de bases ortonormales
diferentes. La flexibilidad introducida por los conjuntos
estructurales permite buscar nuevas perspectivas en varias
lineas de investigacion relativas a las propiedades de mapeo
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de Il-operadores, transformaciones conformes vy
descomposiciones aditivas de funciones

arménicasV®1203)19)

Una funcién que toma valores en Rg,,, definida y
diferenciable en , es llamada @-hiperholomorfa por la
derecha (@-hiperholomorfa por la izquierda) si f9% =
0 (0%f = 0) en Q"9 Las funciones que son a la vez
¢-hiperholomorfas por la izquierda y por la derecha en Q
se nombrardn como @-hiperholomorfas por ambos lados
y su espacio funcional serd denotado por B, (£). Se
introducirdn las siguientes clases de funciones dos veces
continuamente diferenciables:

Fpp(Q) = {u € C3(Q): 9°[u]d¥ = 0}, (8)

Hop(@) = {u€C?(@):0%9%[u] =0}. (9
Las funciones que pertenecen a I, () son conocidas
con el nombre de (¢, )-inframonogénicas®. En el caso
de que @ =1 ={ey,e;,...,en}, la clase Jy(Q) se
reduce  al  espacio JI(Q) de  funciones
inframonogénicas®?@HEVE0  Cabe mencionar que
cuando @ =1, la clase }[tp,zl)(ﬂ)’ compuesta por las
funciones (@, )-arménicas®, coincide con el espacio
H(Q) de las funciones arménicas en Q. El espacio
Jpw (@) N Hyy,(Q) coincide con los desplazamientos
universales del sistema generalizado de Lamé-Navier (6)®“.
Es decir, aquellos desplazamientos que no dependen de los
pardmetros @ y 5. La Figura 1 muestra una interpretacién
gréfica de estos espacios.

Fuente: Elaboracién propia

Figura 1: Los espacios de funciones (¢, ¥)-inframonogénicas, (@, )-
armonicas y Y-hiperholomorfas por ambos lados sobre un dominio €.

3. INVARIANCIA SOBRE CAMPOS
K-VECTORIALES

Un hecho caracteristico del cldsico operador de Laplace, y
también del operador séndwich 9% (.)3?, es que ambos
transforman campos k-vectoriales en campos k-
vectoriales”. Por ende, una funcién serd arménica o
(9, @)-inframonogénica si y solo si cada una de sus k-
partes lo son. Esta invariancia sobre el espacio de campos
k-vectoriales es una de las interesantes y pocas semejanzas
entre el conocido operador de Laplace y este esotérico
operador sindwich que emerge sobre las dlgebras de
Clifford. Sin embargo, un cdlculo sencillo muestra que si
se toma un campo k-vectorial Fy € C?(Q, R(()kr)n)
entonces:

399" [F] = 3% - 0% AF, +0% A 3% - Fy +0% - 0%

Fe +9% A OV AF,,
0?[F 9% = (=1D)*(a® - a¥ NF, =% A 9% - Fy
-39 9V -F, + 0% A Qw,\pk).

Como 3% - 3% - F, € C(QRYP) y 39 A d¥ AFy €
c(Q, Rg’;:;z)), entonces estos operadores generalizados no
mantienen la invariancia sobre el espacio de k-vectores, a
menos que los conjuntos estructurales sean equivalentes y
se implique que 3% - ¥ - F, =0y 39 A d¥ AF, = 0.
En particular, para campos k-vectoriales (¢, 9)-
arménicos y  (@,)-inframonogénicos se  tiene
lo siguiente:

Q¢~Q¢'Fk=0,
Fie € Hypy(Q) ©:0%- 0V AF,+3? A 0V - F, =0,
A’ A Y AF, =0,

¢ - Qw -F, =0,

F €3y (Q) © 1039 3V AF =39 A ¥ - F =0,
3’ A Y AF, =0.

Por tanto, el operador generalizado de Lamé-Navier Lz,‘;;p

mapea campos k-vectoriales en funciones que toman

valores en R(()I_(T;Z) @ Rg})n D Rgfrzm:

LE¥IF] = [(D*a + B1(@% - 0¥ AF+ 3¢ A
¥ AF) + [(—D)**a + B1(@9 A 3% - i+ 87 -
av - Fy).
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De la relacién anterior, se obtiene que
LEY[F] =0 & [(-D¥ a +

¢ - Qw ‘F, =0,

B13? - 3% AFy + [(=D)**'a + Bla® A 3% - F, = 0,
3 A ¥ AF, = 0.

(10)

Cuando k es par entonces la expresién anterior se puede
reescribir como:

LOFIF] =0
Qw.gw.pk:O,
& AMI? - Y ANF +ud? A a¥ - F, =0,

99 A Y AF, =0,

donde M es el llamado médulo de onda P (médulo
longitudinal o constrefiido). Asi mismo, cuando k es impar
se obtiene entonces:

LyFIF] =0
9% - QIP.Fk:()‘

& {ud? - d¥ AF +MA® A Q¥ - F =0,
3% AN IY ANF, = 0.

Existen dos tipos de ondas sismicas corporales en los
s6lidos: las ondas de presién (ondas P) y las ondas de
cizalladura. Peculiarmente, las reescrituras (11) y (12)
ofrecen directamente ambos mddulos que
influyen en el tipo de onda en cuestién. Se debe recordar

eldsticos

que p es el segundo pardmetro de Lamé (mddulo
transversal o de cizalladura) que caracteriza la deformacién
del material eldstico lineal e isotrépico cuando influyen
tensiones cortantes sobre este®”. Como caso particular de
estas nuevas reescrituras, el sistema cldsico de Lamé-Navier

S
en presencia de una fuerza de volumen f toma la siguiente
forma:

Udy - Oy AU+ M A By =f,
usando el lenguaje de las dlgebras de Clifford.

4, ELIPTICIDAD FUERTE
El concepto de elipticidad de operadores diferenciales
surge con el propésito de hallar una propiedad que

Generalizaciones del operador de Lamé-Navier en andlisis de clifford

caracterice a aquellos operadores que se asemejan o
generalizan, en cierto modo, al cldsico Laplaciano. Por
ello, el ejemplo ilustrativo de operador fuertemente
eliptico es este operador de Laplace (o su negativo,
dependiendo de la convencién que se use)®%?. El
operador necesita ser de orden par para que esta condicién
sea por lo menos una opcién. En este trabajo se utilizard la
premisa de la misma teorfa que asume a —A como un
operador fuertemente eliptico, considerando la definicién
del simbolo principal de un operador de orden 2k con el
factor multiplicativo (—1).

El operador de Dirac es un operador de primer orden
débilmente eliptico y este puede representarse como una
matriz antisimétrica operacional de orden 2™ en estas
dlgebras®. Mediante la regla de Leibniz se arriba a que
cada sumando del determinante déllsIhbolo principal del
operador es una potencia par. Por tanto, este simbolo serd
invertible para valores no nulos, provocando asi la
elipticidad débil del operador®. La composicién de
operadores débilmente elipticos es débilmente eliptico.
Los operadores 9% (.)d¥ y 323¥(.) se conforman por la
composicién de dos operadores de Dirac y, por ende,
ambos son débilmente elipticos. Sin embargo, en general
serd visto que estos operadores no son fuertemente
elipticos. A continuacién se muestra un andlisis algebraico

del operador bidimensional Lg";;p. (12)

Sea 1 = {11,1,} un conjunto estructural de R? y sea
Ry el dlgebra de Clifford generada por 1. Las reglas
basicas de multiplicacién son dadas por
1/’% = ED% =—1, Y12 = —Poihs.

Cualquier elemento a € R, puede ser escrito como a =
ag + a1 + ax ¥, + a1y, a; € RVi € {0,1,2,3}.
El cambio de ¥ a otro conjunto estructural ¢ estd dado
por las férmulas:

Y1 = 111 + C12Y,

donde la matriz
@ _ (‘11 €21
Mo = (612 022)
es llamada la matriz de transicion de la base 1 a la base ¢.

P2 = 1P + 2212,

La ortonormalidad de las bases fuerza a la matriz MI/()l(,)p a

ser ortogonal y entonces todas las posibles matrices de
transicién son de la forma:

M = (o )
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@ _(a © 0 -9, -0 0
MIP’QD = (Cz _Cl)' Ox1 Oxz P
donde ¢f +¢Z = 1. Tomando en cuenta que Ry, = vfF=|." 0 0 52 fo-
Rgoz) &) ]Rglz) ) Rgzz)’ se pueden obtener también las dos 2 1
, . , 0 —0y, Oy 0

matrices de la base {1,31,¥,,Y1¥,} a la base

1,941, 05, de todo el espacio Ry ,:
L0192 0102} P 02 Similarmente, para la accién del operador de Dirac por la

derecha, se tiene:

1 0 0 0
_ 0 Cl _Cz 0
MllMP “lo ¢, ¢ 0 0 —axl aXZ 0
0 0 0 1 g% = Ox, 0 0 —0y,
° 1o =14 0 0o o, |
10 0 0 o .
0 ¢ c 0 0 Ox, Ox, 0
M. — 1 2
1/),(,0 0 CZ _Cl 0
0 0 0 -1 Una observacién importante es que si Mlzlq)o pertenece al

grupo especial ortogonal entonces se tiene la igualdad
Si se identifica una funcién f = fy + fiP1 + fLy, + siguiente:

fi21¥2 que toma valores en Ry, con el vector fy, = %% () = (c20105 — c1)A.

(fo, fus f2, f12)T entonces la accién del operador Qlll POr Por tanto, en este caso especifico: Fy Q) = H(WQ).
la izquierda puede ser interpretada como el producto

R El operador L:f'g} tendrd la forma matricial:
matricial siguiente: ’

W
Lygf
=a 0 Cl CZ 0 axl 0 0 aXZ 0 Cl _CZ 0 axl 0 0 _ax2 f
0 _CZ Cl 0 X 0 0 _ax1 0 Cz Cl 0 X 0 0 ax1 -(/J
0 0 0 1 0 —6x2 axl 0 0 0 0 1 0 axz —axl 0
+ ﬂ 0 Cl C2 O ax1 0 0 aXZ 0 Cl _CZ O ax1 0 0 axz f
0 —C; (1 0 axz 0 0 _axl 0 Cy C1 0 axz 0 0 —axl L
o o o 1/\o -4, o o/ o o 1/\o -a, 4, o
El simbolo principal de LZ";gp cuando |M1/(}1(3)| = 1 estd dado por la matriz:
iy
o(a+BEE+85) 0 0 (B - +&3)
— 0 Cl[(“+ﬁ)flz +(ﬁ_0‘)522] + 2ac6:4; Cz[(ﬁ_a’)ff +(“+ﬁ)fzz] + 2ac,§,$; 0
0 —c[(a+B)EE+ (B — )&+ 2ac:6:8  —al(a— P& — (a + B)EE] — 2ac6:&, 0
—c(a+B)EE +3) 0 0 a(B—a)EE+¢E5)

El determinante del simbolo es (@ — B)?(a + B)? (&% + £2)*, y para valores no nulos de (¢4, &;) este es distinto de 0

acorde a las restricciones de Lamé. Se implica entonces que el operador Lg';;b es eliptico. La componente simétrica del

, 1 . .
simbolo ~ (0 .o + o7, esté dada por la matriz:
2" Fap o Lap

Publicaciones e Investigacion. Bogotd - Colombia, Vol. 18 No. 2, julio - diciembre 2024 - ISSN: 1900-6608 e 25394088



Daniel Alfonso Santiesteban, Diego Esteban Gutierrez Valencia, Ricardo Abreu Blaya, Yudier Pefia Pérez

c(a+ ) +43) 0
0 alla+B)E + (B — a)éZ] + 2acyé:é,
0 co[—agf + agi] + 2acié1&,
—ca(§f +£3) 0

Si se calculan los menores principales se obtiene que
M; = ci(a+ B +E3),
M, = ci(a + BIGET + D) (alla + BT
+ (B — @)§3] + 2acy618,),
Mz = —ci(a + B)(a® — f2c))(§F +65)°,
My = (a® = B2c)?(§7 + §5)*,

de donde se infiere que Lz’g} serd fuertemente eliptico si ¢; >

O0ycif —a > 0. Note como para el caso estdndar

(0 sea, cuando ¢; = 1) se tiene que la elipticidad fuerte se
debe al hecho de que |a| < f. El coeficiente que acompafia

Generalizaciones del operador de Lamé-Navier en andlisis de clifford

0 —ca(§f +¢5)
co[—aéf + aé3] + 2aci§,$, 0
—ci[(a = B)E; — (a + B)EE] — 2acz§:¢; 0
0 a(B - +¢5)

al operador de Laplace en (4) es modularmente mayor que
el del operador sindwich; provocando asi que la
elipticidad fuerte del Laplaciano se conserve en el
operador de Lamé-Navier.

Ahora se procederd a hallar el simbolo principal de

cuando s¢ asume que |M1/(;,1(3;

especifico, se tendrd que el operador tendrd la forma
matricial siguiente:

oY
La’ P

|= —1. En este caso

Lovf
10 0 o0o\[O 0 =0, 0\, o o0 o\/[O0 0 0 O
—u 0 ¢ ¢ 0 X1 0 0 axz 0 ¢ ¢ 0 ax1 0 0 —ax2 f
0 ¢c; —¢ 0 J|d,, O 0 =0, |0 ¢ —c; 0 |0, O 0 0, |7¥
00 0o -1/\o -3, a o /W 0 0o -1/\o o, -d, o0
+ B 0 C1 C2 0 ax1 0 0 axz
0 Cy —C 0 axz 0 0 —6xl
00 o 1/\o -3, o, o
0 Cq1 Cy 0 axl 0 0 axz f
0 ¢c; —¢; O 0y, O 0 -0, |'"
0 O 0 -1 0 _axz ax1 0
El simbolo estard dado por la matriz:
sy
(a+ Be1(EF — &) + 2¢,61¢,] 0 0 (a = P (67 — &) — 2¢,61&,]
_ 0 alla+ Bt + (a — B3] + 28,618, colla — BT + (a + BIE5] + 2Bciéié, 0
0 colla+ B)EE + (a = BEF] — 281618, o1[(B — a)éf — (a + B)EF] — 2B 616, 0
(@ + Bc, (6 — &3) — 2¢1612] 0 0 (B — a)[c1(§F — €5) + 2¢3¢:¢,)

Su determinante serd el mismo calculado para el simbolo
anterior y por tanto también el operador preserva la
elipticidad. Evidentemente, la parte simétrica de este
nuevo simbolo nunca serd definida positiva para todo valor
no nulo de (&1, £,). Por tanto, en este caso el operador de

Lamé-Navier sera

generalizado nunca fuertemente

eliptico. Cuando la dimensién

m es mayor a 2, entonces es de esperar que dicho operador
no se comporte como un operador fuertemente eliptico
porque existen ejemplos de problemas de Dirichlet mal
planteados en el sentido de Hadamard para cualesquiera
conjuntos estructurales que se escojan. En la siguiente
seccidn se tratard este tépico.
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5. PROBLEMA DE DIRICHLET

Recientemente se probd que si existfa una solucién
vectorial en la clase C%(Q) N C(Q) para el siguiente
problema de Dirichlet sobre un dominio acotado y de

Lipschitz Q c R3, f € C(0Q):

N 3u+i
(219, = ( 2

= f en 0Q,

,u+/1>

LEA,M} [u] = (—2 )Aﬁ' =0 en,

=S

entonces esta solucién serfa inica®. Naturalmente, bajo
las mismas condiciones para el dominio Q se pueden
considerar problemas de Dirichlet
generalizados de Lamé-Navier, o sea:

para  sistemas

{Lg”g} [u] = ad?[u]d¥ + B3?3%[u] =0 enQ,
u=f en Q.
(13)

El primer resultado que se obtiene es que para conjuntos
estructurales arbitrarios este problema de Dirichlet (13) no
necesariamente tiene solucién tnica, de existir dicha
solucién. Observe el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Considere el siguiente problema de Dirichlet
homogéneo sobre el dominio elipsoidal

Q = {(x1,x2,%x3) € R3:6xF +x2 + x5 <1}
{Lg’)_;{’os[u]: =0.2%9%[uld¥ + 03 %9%9%[u] =0 enq,
u=0 en 0Q.

donde los conjuntos estructurales son ¢ = {—ey,e3.e3}y
Y ={ey,e;.€3}. Un célculo directo muestra que los
siguientes campos vectoriales son soluciones no nulas al
problema:

uy (X1, %2, %3) = (6x7 + x5 + x5 — Dey,

Uy (x4, X2, %3) = (6x2 + x5 + x5 — 1)es.

Ahora se probari el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea ]? € C(Q). Si existe una solucién al
problema de Dirichlet siguiente:

LYVl = ad?[ala” + pavaVTEl = 0 en,
i=f en 00,

donde ¥ es un conjunto estructural arbitrario, entonces
dicha solucién es tnica.

Demostracidn. Como es usual, basta probar que el sistema:
{LZ’ZJ};” [i]: = a0 [@]0¥ + B2%3¥[#] = 0 en,
=0 en 09,

solo admite la solucién trivial & = 0. Aplicando la férmula
de Stokes se obtiene:

| @@ 2% @) + | e @*7(x)a")dx
= [ () m @ Ew2*)z,

| @ (0w ax + [ 7w (2%2¥a(x)) dx
= | () (2¥1)

N3 o g
donde ny, (g) = Yj=1MP; y 1 es la j-ésima componente
del vector normal unitario y exterior sobre cada punto x
de la frontera. Entonces

[ @@ o) (ai(@)a? + povi(x)) dx
Q

+ | @ (a0¥ux)o?
Q

+B2Ya%(x)) dx

= | () () (aiGx)o?

+ p2%i(x)) dx.

Por tanto,

[, %) (ii(x)2” + paVi(x) ) dx =
0.
(14)

Como U = Z?ﬂ ujl,bj, se tiene que
(u(x)a*) (u(x)a*)

3 2
_ 6ui 2
B - Oxi
i=1
j*k

Z oy, 2 +2 du; 0y
— an 77 ax]' axi'

LJj
i#j i<j

ou; du;
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2

N 2 <au,->2 N
i 6xj = 6x] axi'

i#j i<j

(@)0) (%) = (Z Z—)

Ahora se procede a analizar la parte escalar de las
expresiones anteriores, y se obtiene lo siguiente:

[(a(i)gw)(ﬁ(i)éw)]o - (LZ: aul) B Z <0x,l> 2 — Z_:Z_:
[GE)a*) (2¥i())]. (2 au1> Z (ax) -2y Z_: g%

Las relaciones anteriores se reducen a

()" @), ( 6)-2(3—_3_)

i<j

[(@@a*) (2"1())], = (Z Z%) * Z (3_2 } %)

i<j
Sustituyendo en la expresién (14) se obtiene:

jﬂ[cam@gz) +(-a )Z(a“]f—a”’) Jdx = 0,
L<]

implicando que

3
aui —-0
= axi
ou; Ou; oy
0x; ax; tFJ

Sea el campo vectorial P(xy, X2, X3) = eyuy + e;u, +
e3lUz. Segun el sistema anterior, es natural que:
V-p=0,
Vxp=0.

Haciendo uso de la conocida identidad:

VX (Vxp) =V(V-p)—Ap,
se afirma que P es arménico, luego uy, u; y uz son
campos escalares arménicos. Como consecuencia, U es un
campo vectorial arménico que se anula sobre la frontera.
Por ende, tendrd que ser idénticamente igual a 0 y se
concluye la prueba.

Surge la siguiente pregunta: ;qué provoca que, en caso de
existir solucién al problema de Dirichlet (13), no se pueda

asegurar la unicidad de esta? A continuacién se abordard
esta cuestion. Siguiendo la prueba del Teorema 1, es claro
que desde el principio se pueden asumir conjuntos
estructurales diferentes hasta obtener la siguiente igualdad:

[o@@) 09) (aii(x)2¥ + pa¥ii(x))dx =0.  (15)
Luego, la principal causa de que la unicidad de la solucién
se pierda para el problema de Dirichlet asociado a sistemas
generalizados de Lamé-Navier es que la anterior igualdad
no implica que U = 0. Si se analiza el Ejemplo 1, se
obtendra que

| (0@ 89 (0.2 + 1, (x)2% + 03
6xX5+x5+x3<1

* Qwul(g)) dx = 0.
Véase este hecho como sigue:
U (x)0? = —2x, + 12x,e1e, + 2x3€5€3,
ul(g)Ql'b = _2x2 - 12x16162 + 2x3eze3,
leul(g) = —2x, + 12x,e1e5 — 2x3e5€3,
(w (039) (0.2 u; (x)2% + 0.3 * 9%u; ()
= 2x2 — 14.4x% + 0.4x3
- 14.4x1X26162 - 1.6XZX3626‘3
- 4.SX1X36163,
f (2x% — 14.4x7 + 0.4x% — 14.4x,x,e; e,
6x%+x3+x2<1
— 1.6x,x3e,e3 — 4.8x1x3e1€3) dx
=0.

Cuando se desglosa la integral anterior en sumandos,
entonces los sumandos correspondientes a los términos
rectangulares se hacen ceros por las simetrias de la regién
de integracion y de dichos términos. Solo bastaria hallar la
restante integral escalar:

f (2x2 — 14.4x7 + 0.4x3) dx.
6x3+x2+x%<1

Haciendo un cambio de coordenadas, se obtiene:

f (2x% — 14.4x7 + 0.4x%) dx
6x%+x3+x3<1
2t T 1

= 6f ff 2p? sen?(v) sen? (V)

0.0
— 86 4p2 sen?(v) cos?(¥)

+ 0.4p2 cos?(9)]p?sen (9)dpdvdd
=0.
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Ahora se obtendri otra variante a la relacién (15). Por la
férmula de Stokes se tiene:

| @@ an)(aix)o)ax
Q
= [ @@, (aa(x)2*)ax
a0

- [#) e yax

= | () (200¥(x)) dx,

| @ o) (povu(e) ax
= [ (pG)a")my () i
- | Guwar oy
= 6 | (i@2ra")i(x)dx,
| @i 0%) (ati(x)a? + povii(a)) dx
=5 | ) (2°2¥3())

— (u(x)a? 9% )i(x)ldx = 0.
Por tanto, la relacién (15) es equivalente a
fola(x) (2¢2%a(x)) - (@(x)2#2¥)i(x)]dx = o.
(16)

La siguiente proposicién es evidente aplicando el teorema
del valor medio para integrales.

Proposicién 1. Si U satisface el problema de Dirichlet
{L%) [i] = ad?[u]d¥ + B¥3¥[u] =0 enQ,
=0 en 09,

entonces existe un x € Q tal que (ﬁg‘f’)(cxﬁg‘/’+
paYi)(x) = 0.

Se ha demostrado que soluciones del sistema generalizado
de Lamé-Navier siguen siendo biarménicas como en el
caso cldsico. Un resultado débil, consecuencia del probado
por Alfonso Santiesteban ez 2/, es el siguiente:

Proposicion 2. Si 14 € C3(Q) N C?(Q) satisface el

problema de frontera

L£9Y[1] = ad®[@]o¥ + pa?a%[U] =0 enQ,

a'ﬁ
=0 9¥[U]=0, Ai=0 en 99,
entonces U = 0.

Esta proposicién es a veces atil para descartar posibles
soluciones a un sistema generalizado. Vea el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2. Sean ¢ y 3 dos conjuntos estructurales
arbitrarios, Q la bola unitaria de R3, y sea el campo
vectorial

- 2 2

U(x) = [sen (|g| - 1) - |§| + 1]1;.
Es ficil observar que #|gq = 0 y al calcular 9% [u] se
obtiene lo siguiente:

¥ [i] = —2x,[cos (|£|2 - 1) —1]
+ 2x,,14 [cos (|£|2 — 1) —1]
+ 2x33;[cos (|§|2 — 1) —-1],
por ende (3% [u])]|gq = 0, y ademis,
Ad = [6 cos (|§|2 — 1)
— 4x? sen (|£|2 -1)-6
— 4x2 sen (|§|2 - 1)

— 4x3% sen (|§|2 - 1)] Y1,
(At) |50 = 0.

Sin embargo, U # 0 debido al hecho que este campo
vectorial no es solucién de ningin sistema generalizado de
Lamé-Navier en (), pues no cumple la condicién

necesaria®:  9¥9%9%u = 0. Muchos

interesantes
ejemplos pueden ser descritos.

CONCLUSIONES

En este articulo, se estudi6 una generalizacién del operador
de Lamé-Navier en el dmbito de las dlgebras de Clifford.
Primeramente, se comprob6é que dichos operadores
generalizados  utilizando  conjuntos  estructurales
arbitrarios no mantienen invariante el espacio de campos
k-vectoriales, a diferencia del cldsico operador de Lamé-
Navier. Ademds, se obtuvo una reescritura de este
operador en términos de los mddulos eldsticos que

intervienen en el tpo de onda sismica corporal del
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macterial. Posteriormente, se evidencié que para el caso
bidimensional el operador generalizado L;f'}),p sigue siendo
eliptico como para el caso estdndar ¢ = P = {eq, €;}; sin

embargo, la elipticidad fuerte cuando |]V[ll(,13,| =1 se

preservaba si se cumplian dos relaciones: ¢; > 0y ¢y ff —
a > 0. Para el caso en que |M1§]13J| = —1, el operador

nunca es fuertemente eliptico. En general, para
dimensiones mayores, estos operadores generalizados
tampoco preservaban la elipticidad fuerte por el mero
hecho de que se pueden construir ejemplos de problemas
de Dirichlet homogéneos con soluciones no triviales. Por
ello, en la dltima seccidn, se tratd el problema de Dirichlet
para  sistemas  generalizados  de
tridimensionales. Se mostré que, en general, este es un
problema mal planteado en el sentido de Hadamard.
Luego se probé la unicidad de la solucién del problema

cuando se consideraban  conjuntos estructurales

equivalentes en el operador L?g}

Lamé-Navier

y sobre campos

vectoriales. También se encontré una condicién integral
que justiﬁca el porqué estos sistemas no son tinicamente
solubles. Al finalizar se expusieron dos proposiciones

dsicas que son consecuencias de teoremas fundamentales
b

el Analisis. El estudio realizado ofrece nuevas perspectivas
del Analisis. El estud lizado oft t
para la investigacién de problemas el4sticos relacionados

irectamente con el sistema de Lamé-Navier. Como
directament n el sist de L N C
perspectivas a futuro, se pretende estudiar condiciones de
Legendre-Hadamard y de Shapiro-Lopatinskij para
problemas de frontera asociados a este operador de Lamé-
Navier generalizado en dimensiones superiores.
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